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Problema 1. Aratati ca orice progresie aritmetica la care primul termen si ratia sunt nu-
mere naturale nenule contine o infinitate de termeni compusi.

*Un numar este compus daca acesta nu este prim.

Solutie: Fie progresia noastra aritmetica definita ca x,, = an + b, pentru orice n natural,
inclusiv 0. Atunci, pentru z = k(a + b) + 1 pentru un numar natural k, avem ca x =
(a+b)(ak+1), si ambii factori sunt mai mari decat 1, caci b este primul termen al secventeti,
deci este nenul, la fel si a.

Un alt exemplu de constructie este = kb, atunci insa trebuie sa avem grija ca b sa nu fie
egal cu 1.



Problema 2. Un dreptunghi m x n, unde m si n sunt numere naturale strict mai mari
decat 1, este partitionat in mn patratele cu latura 1, fiecare dintre care poate fi colorat in
alb sau negru. O operatie consta in schimbarea culorii tuturor patratelelor de pe un rand
sau de pe o coloana in culoarea opusa. Este oare posibil ca, desi initial exact un patratel este
colorat negru, iar toate celelalte sunt albe, dupa un numar finit de mutari toate patratelele
sa aiba aceeasi culoare?

Solutie: Raspunsul este NU. Consideram un patrat 2 x 2, unul dintre patratelele caruia
este negru, iar toate celelalte sunt albe. Operatiile raman aceleasi, adica in interiorul acestui
patrat putem schimba culoarea unei intregi coloane sau a unui intreg rand. Astfel, este
suficient sa aratam ca in acest patrat va ramane mereu cel putin un patrat negru. Ins&
aceasta este evident, caci orice operatie nu am face, numarul de patratele negre ramane
impar.



Problema 3. Fie a,b, ¢ trei numere reale pozitive care satisfac ab + bc + ca = 1. Aratati
ca:
a b c 1

<
a2—|—1+b2+1+62+1_4abc

Solutie: Este usor s observam c& (a + b)(a + ¢) = a® 4+ ab + bc + ca, astfel:

a a a ab + ac

@2+1 a>+abtbctca (a+b)(atc) (a+batc)(btc)

Deci suma din partea stanga devine:

2ab + 2bc + 2ac 2

(a+b)(a+c)b+c) (a+b)(at+c)b+tc)

Astfel, inegalitatea s-a redus la a arata ca (a + b)(b+ ¢)(c + a) > 8abe, Insa din inegalitatea
mediilor avem: a + b > 2vab, a + ¢ > 2\/ac, b+ c > 2/be.

inmultind parte cu parte ultimele trei inegalitati obtinem concluzia.



Problema 4. In triunghiul ABC', D, E si F sunt picioarele perpendicularelor duse din
varfurile A, B si C, respectiv. Paralela dusa la E'F prin D intersecteaza AB in Pg si AC in
Pe. Fie X intersectia dintre E'F' si BC. Aratati ca cercul circumscris triunghiului PgPoX
trece prin mijlocul laturii BC.

Solutie: Daca notam mijlocul segmentului BC' cu M, vrem sa aratam ca patrulaterul
X PgPoM este ciclic. Aplicand puterea punctului din D, este necesar sa aratam ca DX -
DM = DPg - DPs. Observam acum ca, datorita paralelismului, avem m(ZPoPgA) =
m(£LFEA) = m(£BCA), deci patrulaterul PsPoX este ciclic, respectiv DPg - DPo =
DB - DC'. Deci este necesar sa aratam ca DX - DM = DB - DC', ceea ce, dupa manipulatii
algebrice, se transforma in 22 = BX  care este bine cunoscut si reiese, de exemplu, din

. cCD — CXx
teorema lui Menelaus.



